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理科数学参考答案 
 

一、选择题（本大题共 12 小题，每小题 5 分，共 60 分） 

题号 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

答案 B B C C D A A C D B C D 

【解析】 

1． { | ln 1} { | e}B x x x x ≥ ≥ ，则 ( ) )e) 2( [U UA B  ，  ，故选 B． 

2．设 i( )z x y x y  R， ，由 2 3 iz z   ，得3 i 3 ix y   ，所以
1
1

x

y


 

，

，

1 1 1 1 i
1 i 2 2z

  


，

所以复数
1
z
在复平面内对应的点为

1 1
2 2

  
 

， ，即复数 z在复平面上对应的点位于第四象限，

故选 B． 

3．根据平移变换不改变向量的长度和方向，故选 C． 

4．∵若 ( )f x 是 R 上周期为 5 的奇函数，∴ ( ) ( )f x f x   ， ( 5) ( )f x f x  ，∴ ( 12) (12)f f    

(2) 2f    ， (4) ( 1) (1) 1f f f      ，∴ ( 12) (4) 2 ( 1) 1f f        ，故选 C． 

5．基本事件总数为
3
10C ，所取的 3 个球中没有 1 个红球的基本事件为

3
6C ，所求概率为

3
6
3
10

C 1 51 1
C 6 6

    ，故选 D． 

6．B 选项中，还可以是 与  相交，B 错误；C 选项中，m 和 n 还可以是异面直线，C 错误；

D 选项中，还可以是 l  ，D 错误，故选 A． 

7．设线段 1PF 的中点为 M，连接 OM， 2PF ．∵线段 1PF 的中点 M 坐

标为 (0 )b， ，∴点 P 在双曲线 C 的右支上．如图 1 所示：∵原点

O 为 线 段 1 2F F 的 中 点 ， ∴ OM 2
1
2

PF ， 即 2 1 2PF F F⊥ ，

2| | 2 | | 2PF OM b  ．由双曲线的定义可知， 1 2| | | | 2PF PF a  ，

即 1| | 2 2PF a b  ， 1 2| | 2F F c ， 在 1 2Rt F F P△ 中 ， 2 2 2
1 2 1 2| | | | | |PF PF F F  ， 即

2 2 2(2 2 ) (2 ) (2 )a b b c   ，整理得 2b a ， 2b

a
 ，故选 A． 

图 1 
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8．∵ π 3π( ) 2sin cos 2cos sin sin
2 2 2 2 2 2

f x x x x x x
              

   
，由“函数 ( )f x 在

π 2π
6 3
 
  

，

上单调递增”，可得：
30 0 2
4

   ≤ ≤ ，故选 C． 

9．函数
3 21

( ) 9
3

f x x mx mx   在 R 上无极值 2( ) 2f x x mx m    在 R 上无变号零点

24 4 0 0 1m m m    ≤ ≤ ≤ ，故选 D． 

10．由题设和抛物线定义知： 1

1

1 1 1
1

1
1 1 1

1 | || | | | | |2 4
1 | | | || || |
2

ABB

ABA

BB A BS BB BF

S AA AFAA A B
   △

△

，设直线 AB 的倾斜角

为 ，则
2| |

1 cos
AF





，

2| |
1 cos

BF





，所以
8 2

1 cos 1 cos 


 
，解得

3cos
5

    

4tan
3

  ，故选 B． 

11．∵

ln 2020
ln 2022ln 2020 2021

ln 2021ln 2021ln 2021
2022

a

b
  ，构造函数 2ln( ) ( e )

1
x

f x x
x




≥ ， 2

( 1) ln( )
( 1)

x x x
f x

x x

  


，

令 ( ) ( 1) lng x x x x   ，则 ( ) ln 0g x x    ，∴ ( )g x 在 2[e ) ， 上单减，∴ 2( ) (e )g x g≤  

21 e 0   ，故 ( ) 0f x  ，∴ ( )f x 在 2[e ) ， 上单减，∴
ln(2020) (2021) 0
ln

a
f f

b
     

ln 2020
(2020)2021 1 ln ln

ln 2021 (2021)
2022

f
a b a b

f
      ，同理可得 ln lnb c b c   ，故 a b c  ，故

选 C． 

12．如图 2，10 个半径为 1 的小球放进棱长为 a 的正四面体

ABCD 中，成三棱锥形状，有 3 层，则从上到下每层的

小球个数依次为：1，(1 2) ，(1 2 3)  个，当 a 取最小

值时，从上到下每层放在边缘的小球都与正四面体的侧

面相切，底层的每个球都与正四面体底面相切，任意相

邻的两个小球都外切，位于每层正三角状顶点的所有上下相邻小球的球心连线为一个正四

面体 EFGH，则该正四面体的棱长为 (3 1)(1 1) 4   ，可求得其高为
6 4 64

3 3
EP    ，

所以正四面体 ABCD 的高为 AQ AE EP PQ   
4 6 4 61 3 1 4

3 3
     ，进而可求得

其棱长 a 的最小值为 4 2 6 ，故选 D． 

图 2 
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二、填空题（本大题共 4 小题，每小题 5 分，共 20 分） 

题号 13 14 15 16 

答案 160  
π 2 0

4
 

 
 

，  5 1
2
  6 3

17
 

【解析】 

13．∵ 2 6 12 3
1 6 6

2C ( ) C ( 2) ( 0 1 2 3 4 5 6)
r

r r r r r
rT x x r

x
 


      
 

，，，，，， ，令12 3 3 3r r    ，即

得 3x 的系数为 3 3
6C ( 2) 160   ． 

14．因为△ABC 是直角三角形，所以其垂心为直角顶点 ( 0)C m， ，其外心为斜边 AB 的中点 M，

故△ABC 的“欧拉线”即为直线 MC，由题设知直线 MC 即为正切曲线 tany x 以点

π 1
4

D
 
 
 

， 为切点的切线，又点
π 1
4

D
 
 
 

， 在斜边AB上，故△ABC的外心M即为点
π 1
4

D
 
 
 

， ，

又可得切线斜率
2π π

4 4

sin 1(tan ) 2
πcos cos
4x x

x
k x

x
 

     
 

，故其“欧拉线”的方程为

π1 2
4

y x
    
 

，令
π 10
4 2

y m    ，∴
π 2 0

4
C

 
 
 

， ． 

15．法一：由三角形的射影定理知： cos cosb c A a C  ，又知 cosb c A ，∴
πcos 0
2

C C    

π
2

A B   ，又知 cosa b A ，由正弦定理得：
πsin sin cos sin
2

A B A B
     
 

 

2 2π 5 1sin cos cos sin cos cos 1 0 cos
2 2

B B B B B B B
          

 
．  

法二：由正、余弦定理再结合题设求得
5 1cos
2

B


 ．  

16．如图 3，由入射角等于反射角原理知：分别顺

次以正六边形的 BC， 1CD ， 1 1D E ， 1 1E F ， 1 1F A

边为对称轴作 5 次对称变换后可知，小球的运

行轨迹即为线段 PR，过 R 作直线 AB 的垂线

RS，垂足为 S，则由题设易知： 6 3RS  ，

17PS  ，故
6 3tan tan
17

RS
BPQ

PS
   ∠ ．  

图 3 
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三、解答题（共 70 分．解答应写出文字说明，证明过程或演算步骤） 

17．（本小题满分 12 分） 

（1）证明：因为 1
1 12 1n n n

n
a a a

n n

    
 

， *nN ， 

所以， 1

1 2
n na a

n n
 


， *nN ． 

又 1 1 0
1
a

  ，所以

1
11
2

n

n

a

n
a

n



  ， 

故数列 na

n
 
 
 

为等比数列，首项为 1，公比为
1
2
． 

所以
1

1
1

1 1
1 2 2

n

n
n

a a

n





   
 
 ，故 12n n

n
a  ． 

 …………………………………………………（6 分） 

（2）解：∵ 0 1 2 2 1

1 2 3 1
2 2 2 2 2n n n

n n
S  


     … ①， 

∴ 2 3 1

1 1 2 3 1
2 2 2 2 2 2n n n

n n
S 


     … ②， 

①、②式错位相减得： 

1

2 3 1

11
1 1 1 1 1 2 221 12 2 2 2 2 2 2 21

2

n

n

n n n n n

n n n
S





               


… ， 

∴
1

1

2 2
2

n

n n

n
S





 
 ． ……………………………………………（12 分） 

18．（本小题满分 12 分） 

（1）证明：因为 AB 平面 1 1BB C C ， 1C B 平面 1 1BB C C ， 

所以 1AB C B ． 

在 1BCC△ 中， 1BC  ， 1 3BC  ， 1 2CC  ， 

所以 2 2 2
1 1BC BC CC  ． 

所以 1CB C B ． 



 

理科数学参考答案·第 5 页（共 9 页） 

因为 AB BC B ，AB， BC 平面 ABC， 

所以 1C B 平面 ABC． 

 …………………………………………………………………（4 分） 

（2）解：由（1）知， 1AB C B ， 1BC C B ， AB BC ， 

如图 4，以 B 为原点建立空间直角坐标系 B xyz ． 

则 (0 0 0)B ，， ， (0 0 2)A ，， ，
1 3 1
2

E
  
 

， ， ， (1 0 0)C ，， ． 

(1 0 0)BC 


，， ，
1 3 1
2

BE
   
 


， ， ．  

设平面 BCE 的法向量为 ( )x y z ， ，n ， 

则
0

0

BC

BE

 









，

，

n  

n  
 

即

0
1 3 0.
2

x

x y z




   

，

 

令 3y  ，则 0x  ， 3z   ， 

所以 (0 3 3) ， ，n ．  

又因为 (1 0 2)AC  


，， ， 

故点 A 到平面 BCE 的距离 

1 0 0 3 ( 2) ( 3) 3
| | 2 3

AC
d

      
  


| | | |  n
n

． 

 ………………………………………………（12 分） 

19．（本小题满分 12 分） 

解：（1）每道题的抢答中，记甲得一分为事件 M． 

M 发生有两种可能：抢到题且答对，乙抢到题且答错， 

∴
1 3 1 1 2( )
2 5 2 5 5

P M      ， 

∴比赛开始，甲率先得一分的概率为
2
5
． …………………………………（4 分） 

图 4 
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（2）由（1）知，在每道题的抢答中甲、乙得一分的概率分别为
2
5
，

3
5
，  

设两人共抢答了 X 道题比赛结束，且甲获胜． 

根据比赛规则，X 的所有可能取值分别为 3，4，5， 

则
32 8( 3)

5 125
P X

    
 

， 

3
1
3

3 2 72( 4) C
5 5 625

P X
      
  

， 

2 3
2
4

3 2 432( 5) C
5 5 3125

P X
        
   

， 

则甲获胜的概率
992( 3) ( 4) ( 5)
3125

P P X P X P X       ． ………………（9 分） 

   （3）由（1）（2）知改变规则后甲获胜的概率 

2 2
1

1 2
2 3 2( 2) ( 3) C
5 5 5

P P X P X
             
    

44 1100
125 3125

  ， 

而
1100 992
3125 3125

 ， 

即 1P P 此时甲获胜的概率更大了，对甲更有利． ……………………（12 分） 

20．（本小题满分 12 分） 

（1）解：由椭圆定义知：
2 2

2 2
1 2

3 32 | | | | (1 ( 1)) 0 (1 1) 0 4
2 2

a MF MF
                 
   

， 

所以 2a  ，又 1c  ， 

∴ 2 3b  ，因此椭圆方程为
2 2

1
4 3
x y

  ． ………………………………（4 分） 

（2）证明：设直线 l 的方程为 1x my  ， 1 1( )A x y， ， 2 2( )B x y， ， 1( 4 )N y ， ， 

由 2 2

1

1
4 3

x my

x y

 



 

，

，
消去 x，整理得： 2 2(4 3 ) 6 9 0m y my    ， 

所以 1 2 2

6
4 3

m
y y

m
 


①， 1 2 2

9
4 3

y y
m





②， 
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又 1( 4 )N y ， ，所以直线 BN 的方程为 1 ( 4)BNy y k x   ， 

即 14BN
BN

y
y k x

k

 
   

 
③， 

又 2 1 2 1 2 1

2 2 24 ( 1) 4 3BN

y y y y y y
k

x my my

  
  

   
，  

所以 1 1 2 1 2 1

2 1 1 2 1

( 3) 3
2BN

y y my my y y

k y y y y y

 
 

  
④， 

将①、②式代入④式化简得： 1 3
2NB

y

k
  ⑤， 

⑤代入③化简得直线 BN 的方程为
5
2BNy k x

   
 

， 

故直线 BN 过定点
5 0
2

D  
 

， ． ……………………………………………（12 分） 

另法：注意到 4x   是椭圆的准线，可用椭圆第二定义再结合平面几何知识能比较简洁地

证明直线 BN 过线段 1GF 的中点
5 0
2

D  
 

， ，其中 G 为准线 4x   与 x 轴的交点． 

21．（本小题满分 12 分） 

证明：（1）∵
3

( ) sin
6
x

f x x x   ，  

∴
2

( ) cos 1
2
x

f x x    ， ( ) sinf x x x    ， ( ) 1 cos 0f x x   ≥ ， 

∴ ( )f x 在[0 ) ， 上单增， ( ) (0) 0f x f  ≥ ，  

∴ ( )f x 在[0 ) ， 上单增，  

∴ ( )f x 在[0 ) ， 上单增， ( ) (0) 0f x f ≥ ，  

即当 0x≥ 时， ( ) 0f x ≥ ． ……………………………………………（6 分） 

（2）由（1）的结果知：当 0x≥ 时， 

3

( ) sin 0
6
x

f x x x   ≥ (当且仅当 0x  时取“=”)， 

∴
3 4 5

2( ) ( ) sin 2cos cos
3 12 30
x x x

g x h x x x x x x      ≥ (当且仅当 0x  时取“ ”)， 

∵
3 4

2( ) sin 2sin 2
3 6
x x

h x x x x x x        
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3

sin ( 2) ( 2) ( 2)
6
x

x x x x x       

3

( 2) sin
6
x

x x x
 

    
 

， 

再由（1）的结果知：当 0x  时， 

3

( ) sin 0
6
x

f x x x    ．  

令 ( ) 0h x  ，得 2x  ； 

令 ( ) 0h x  ，得 2x  ， ( )h x 在 (2 ) ， 上单增； 

令 ( ) 0h x  ，得 0 2x  ， ( )h x 在 (0 2)， 上单减， 

∴ min
16( ) (2) sin 2
15

h x h   ， 

∴
16( ) sin 2
15

h x ≥ (当且仅当 2x  时取“=”)， 

∴
16( ) ( ) sin 2
15

g x h x ≥ ≥ ，由于两个不等式取“=”条件不一致， 

∴
16( ) sin 2
15

g x   ， 

又
2π 3 4sin 2 sin
3 2 5

   ， 

故当 0x≥ 时，
4 16 28( )
5 15 15

g x    ． ………………………………………（12 分） 

22．（本小题满分 10 分）【选修 4−4：坐标系与参数方程】 

解：（1）曲线 C 的普通方程为 2 2( 1) 1x y   ， 

曲线 C 的极坐标方程为 2cos  ． ……………………………………（4 分） 

（2）将射线 1l ， 2l 的极坐标方程
π

12
  ，

5π
12

  分别与曲线 C 的极坐标方程 2cos  联

立，得点 A，B 的极坐标分别为
π π2cos

12 12
A 
 
 

， ，
5π 5π2cos
12 12

B 
 
 

， ， 

则由极径和极角的几何意义知： 

1 π 5π 5π π2cos 2cos sin
2 12 12 12 12OABS    

 
  △  
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π π π2cos sin sin
12 12 3

    

π π 3sin sin
6 3 4

  ．  

由余弦定理知：
2 2π 5π π 5π 5π π| | 2cos 2cos 2 2cos 2cos cos

12 12 12 12 12 12
AB

             
     

    

2 2π π π π π2cos 2sin 4 2cos sin cos 3
12 12 12 12 3

             
     

 ． 

 ……………………………………………（10 分） 

23．（本小题满分 10 分）【选修 4−5：不等式选讲】 

（1）解：由绝对值的意义可知：原不等式 2 3 4 0 1 4x x x        ， 

∴原不等式的解集为{ | 1 4}x x   ． ………………………………………（4 分） 

（2）证明：原不等式
3 32 3 2 3ab c abc c ab abc    ≤ ≥ ． 

∵
3 32 3 3c ab c ab ab c ab ab abc    ≥ ， 

当且仅当 c ab 时取“ ”， 

所以原不等式成立． ……………………………………………（10 分） 


